Peatikk 7

Olekuvorrandid

7.1 Sissejuhatus

Vastavalt pideva keskkonna neljale pohiaksioomile oleme saanud pohivorrandite
stisteemi, mis koosneb kaheksast soltumatust vorrandist!.

1. Massi jadvuse seadus voib olla esitatud ruumilise pidevusvorrandi (4.7)
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2. Cauchy esimene litkumisseadus ehk litkumishulga tasakaalu seadus, néiteks
kujul (4.35); — 3 vorrandit

tikg +p (fx —axr) = 0. (7.2)

3. Cauchy teine litkumisseadus ehk kineetilise momendi tasakaalu seadus, nai-
teks kujul (4.35)s — 3 vorrandit

trr = . (73)

4. Energia jadvuse seadus, naiteks kujul (5.11) — 1 vorrand
pé = tprdyp + qpp + ph. (7.4)

Ulaltoodud 8 vorrandit kehtivad iga mehaanikalise keskkonna (tahke keha, ve-
delik, gaas) puhul. Kuid sama geomeetria ja/v6i massi puhul voivad erinevast
materjalist kehad voi keskkonnad kaituda sama valismoju all erinevalt. Moo-
duka suurusega vélisjou toimel enamus tahkistest deformeerub kergelt, kuid
vedelik hakkab voolama; puidust ja metallist kehad kédituvad sama geomeetria
ja sama valismoju korral erinevalt; jne.
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Kui ldheneda vorrandeile (6.1)—(6.4) matemaatiliselt, siis tuleb konstanteeri-
da jargmist fakti: selleks, et vorrandististeemil eksisteeriks tihene lahend, peab
tundmatute arv ja vorrandite arv olema vordne. Meil on kaheksa vorrandit.
Tundmatute arv on aga paraku tunduvalt suurem. Naiteks kui eeldame, et f,
p ja h on antud, siis on tundmatuid kuusteist: v , tx;, ¢r ja €. Kui tuua mén-
gu veel entroopia ja temperatuur ning elektrilisi ja keemilisi muutujaid, laheb
asi aina hullemaks ning on selgemast selgem, et kaheksa vorrandiga pole neid
voimalik tiheselt madrata ning on tarvis sisse tuua taiendavaid vorrandeid.

Kui aga laheneda asjale fiitisikaliselt, siis on selge, et erinevate materjalide eri-
nev kaitumine on maaratud nende materjalide sisemise struktuuriga ja selleks,
et me saaks seda arvesse votta on vaja sisse tuua vastavad vorrandid. Eesti
keeles nimetatakse selliseid vorrandeid olekuvorranditeks.? Tahkiste korral seo-
vad nad tavaliselt omavahel pingetensori ja deformatsioonitensori ning vedelike
korral pingetensori ja deformatsioonikiiruse tensori. Teisisonu, tahkiste puhul
esitavad olekuvorrandid pingete ja deformatsioonide ning vedelike puhul pingete
ja deformatsioonikiiruste vahelisi seoseid. Pideva keskkonna mehaanika raames
voib enimtuntud olekuvorrandiks pidada (iildistatud) Hooke’i seadust, mida

21. k. constitutive equations
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kasutatakse nii lineaarses elastsusteoorias kui tugevusopetuses.

Oma olemuselt on olekuvorrandid materjalide kditumist kirjeldavad matemaa-
tilised mudelid, mille kehtivust on kontrollitud eksperimentaalselt. Olekuvor-
randite tuletamisel arvestatakse materjali (aine) omadusi, kuid neid ei tuletata
otseselt mitte iihestki fiiiisikaseadusest. Samas peavad olekuvorrandid taitma
teatavaid reegleid ning olema kooskolas tuntud fiiiisikaseadustega. Nende tule-
tamiseks on kasutatud/kasutatatkse mitmeid lahenemisviise.

Puhtmatemaatiline viis lahtub ideest, et nn. téielik vorrandisiisteem méaa-
rab fiiiisikalise ndhtuse iiheselt. See ldhenemine voib aga viia ummikusse, sest
(i) matemaatilised tingimused (alg- ja rajatingimused) aproksimeerivad mingit
fitisikalist nahtus, kuid ilma fittisikalise pohjenduseta ei saa seda teha; (ii) tih-
ese tulemuse (valjundi) noudest ei jareldu tihene tlesande formuleering. Seega
ei pruugi saadud olekuvorrandid olla iihesed.

Statistilisel mehaanikal pohinev viis. Koik keskkonnad koosnevad osakes-
test — molekulidest, aatomitest jne. — mille vahel on sidemed. Rakendades
mehaanika seadusi neile osakestele saadakse statistiline mehaanika. Nimeta-
tud teooria puuduseks on see, et juba molekulide vaheliste joudude olemus on
iilikeerukas ja seega on tapse mudeli koostamine samuti “pisut tilikas”.
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Termodiinaamiline viis arvestab soojuse ja temperatuuri moju. Keerukaks
voib siin osutuda tugevalt mittelineaarsete voi tugevalt dissipatiivsete protses-
side kirjeldamine.

Pideva keskkonna fiiiisikast ldhtuv suund iithendab endas koéiki eeltoodud
meetodeid. Ei pitita luua tihte iildist ja koigile materjalidele ning situatsiooni-
dele iihist olekuvorrandit. Voimalikud on siiski teatavad grupeeringud ja tildis-
tused (néiteks ideaalselt elastne keha, maluga materjalid).

7.2 Olekuvorrandite invariantsus

Olekuvorrand defineerib idealiseeritud materjali (keskkonna). Et selline ideaal-
ne materjal kirjeldaks futisikalist materjali adekvaatselt, peab ta rahuldama
teatavaid fliisikalisi printsiipe.

1. Vilistamise (hiilgamise) printsiibid. Ukski olekuvorrand ei suuda siduda
koiki olekuparameetreid ja funktsionaale. Alati tuleb midagi hiiljata. Vaadelda-
vad printsiibid madravad mida ja millal hiiljata voib. Jargnevalt vaatleme mond
neist.
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la. Milu (péarilikkuse) arvestamine — materjali kditumine ajahetkel ¢ on
méadratud tema minevikuga kuni selle ajahetkeni (mélu). See on teatavas vas-
tuolus klassikalise Newtoni mehaanikaga, kus algtingimusega (f = 0) on nii
minevik kui tulevik téielikult méaratud. Antud printsiibist lihtudes saame tin-
gimused, et hiiljata olekuvorrandist jargnevad ajahetked.

1b. Umbruse printsiip — hetkel ¢ ruumipunktis x asuva materiaalse punkti
X kéitumine on méaratud vaadeldava materiaalse punkti X suvalise véaikese
timbruse kaitumisega.

la. ja 1b. kokku annavad determinismi printsiibi — Hetkel ¢ ruumipunktis
X asuva materiaalse punkti X kaitumine on maaratud vaadeldava materiaalse
punkti X timbruse kaitumise (litkumise) ajalooga.

1lc. Vordse kohaloleku printsiip ehk soltumatute olekuparameetrite
valiku iihesuse printsiip — iihe teooria raames peavad sama materjali koik
olekuvorrandid sisaldama samu soltumatuid olekuparameetreid.

1d. Unifitseerimise printsiip — erinevad olekuparameetrid, mis iseloomus-
tavad erinevaid materjale voivad esineda koigi materjalide olekuvorrandites.
(Kasutatakse juhul kui tahetakse luua tihist olekuteooriat erinevatele materja-
lidele.)
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2. Invariantsus koordinaatteisenduste suhtes nouab, et olekufunktsioo-
nid oleksid absoluutsed tensorfunktsioonid oma argumentidest — seega et nad
oleksid invariantsed koordinaatteisenduste suhtes.

3. Ruumiline invariantsus. Olekuvorrandid peavad olema invariantsed ruu-
mikoordinaatide jaiga liikumise suhtes. Fiiiisikaliselt tahendab see seda, et ole-
kuvorrandid ei tohi soltuda vaatleja asukohast. St., et kui tiks liikumine toimub
teljestikus x hetkel ¢ ja teine teljestikus x’ hetkel ¢’ siis olekuvorrandeis olevad i
funktsioonid fi;(x,t) ja fr(x',t') oleksid samad (langeksid kokku).

4. Materiaalne invariantsus (materiaalne isomorfism). Kui olekuvorran-
did on invariantsed mingi materiaalsete koordinaatide teisenduse rithma suhtes,
siis 6eldakse, et olekuvorrandid omavad materiaalset simmeetriat vaadeldava
teisenduse rithma suhtes. Néiteks peegeldused, poorded. Materjali siimmeetriat
on kasulik ette teada, sest see lihtsustab olekuvorrandeid. Naiteks on metalli-
de elastsed omadused antud punktis invariantsed igas suunas. Sellist materjali
omadust nimetatakse isotroopsuseks. Selle vastand on anisotroopne materjal.
On aineid, millel néditeks mehaanikalised omadused on isotroopsed, kuid elekt-
rilised anisotroopsed.

Teine tahtis materjali omadus siin on homogeensus. Materjali, mille omadused ei
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soltu materiaalsest koordinaadist, nimetatakse homogeenseks materjaliks. Vas-
tupidisel juhul nimetame aga materjali mittehomogeenseks ehk heterogeenseks.

5. Mootiihikutest soltumatuse printsiip ehk dimensionaalne inva-
riantsus. Olekuvorranditesse kuuluvad materjalikonstandid voi moodulid pea-
vad olema mootiithikute suhtes invariantsed.

6. Sobivuse printsiip. Koik olekuvorrandid peavad olema vastavuses massi,
liikumishulga, energia jt. fiitisikaliste suuruste kohta kehtivate seaduste, ak-
sioomide ja pohiprintsiipidega.

7.3 Ideaalselt elastse keskkonna olekuvorrandid — Gree-
ni meetod

Ideaalselt elastne keha (keskkond) on keha, kus pinge soltub vaid deformatsioo-
nist. Téapsemalt Oeldes, ideaalselt elastse keha korral (i) eeldatakse, et vélis-
koormuse mojul ei toimu mitte mingeid elektrilisi, keemilisi ja termodiinaamili-
si ndhtusi; (ii) keha jaoks defineeritakse loomulik olek, kus deformatsioonid ja
pinged puuduvad, temperatuur ja teised valjad on konstantsed ja iihesugused
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igas punktis ning eeldatakse, et kui vélisjoud eemaldada, siis keha loomulik olek
taastub. Seega hiiljatakse temperatuur ja koik teised véljad, eeldades, et nad
valiskoormuse moéjul ei muutu. Jarelikult on tegu nullise dissipatsiooniga ja ja-
relikult kogu energia, mis kulub deformatsiooniks, saab vilisjou eemaldamisel
tagasi. Sellisel juhul saab olekuvorrandi tuletamiseks kasutada Greeni meeto-
dit, mille puhul eeldatakse, et siseenergia on deformatsiooni funktsioon. Selliseid
kehi nimetatakse tihti hiperelastseteks kehadeks.

Definitsioon: Keha nimetatakse hiiperelastseks kui ta omab deformatsiooni-
energiat kujul

poe =2 =X (Xg, 2k, Onre, o, Ik, i i) (7.5)
nii et 0.
25 = tud. (7.6)

Avaldise (7.21) parem pool esitab pinge voimsust. Valemi (7.5) pohjal voib vaa-
deldav materjal olla mittehomogeene ja anisotroopne, gradiendid zj x toovad
sisse imbruse printsiibi. 2 soltub vaid konfiguratsioonist hetkel ¢ ja mitte mine-
vikust. Seega on tegu nn. lthtsa materjaliga, mille malu piirdub vaid algolekuga
(loomuliku olekuga). Valemi (7.6) pohjal pole antud keskkond soojust juhtiv.
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Léahtudes massi jadvuse seadusest ( pidevuse vorrand), invariantsuse nouetest
ja tensoranaltiiisist saab funktsiooni > avaldisest (7.5) ellimineerida mitmeid
argumente ning niidata, et avaldis (7.5) on ekvivalentne avaldisega

Y =% (Xg, Ix, Cxr), (7.7)

mida késitletakse kui deformatsioonienergia funktsiooni iildist kuju. Teame, et
deformatsioonitensori C'x; jaoks saab leida peavdartused C4, Cs, C3 ning, et
viimased on funktsioonid invariantidest I, Il ja IIIo. Seega saab deformat-
sioonienergia funktsiooni esitada kujul

Y= Z(XK71K7017027O3)' (78)
VOl
S = % (Xie I, Lo, T, M) (7.9)

Oleme eelnevalt esitanud seosed erinevate deformatsioonitensorite ja nende in-
variantide vahel. Seega pole tegelikult vahet, millist deformatsioonitensorit tema
invariante voi peavaartusi kasutame:

=% (X, Ik, C) = £ (X, I, B) = B (X, Ix,¢) = % (X, I, ¢ ) ... (7.10)
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Kokkuvottes: hiperelastset keha saab kirjeldada deformatsioonienergia funkt-
stooniga Y, mis on thene funktsioon materiaalsetest koordinaatidest X, baasi-
vektoritest 1 ja tihest materiaalsest voi ruumilisest deformatsioonitensorist.

Homogeense anisotroopse materjali puhul saame valemist (7.7)
Y =X(Ig,Ckyr), (7.11)
mittehomogeense isotroopse materjali puhul
¥ =Y (Xk,Ckr) (7.12)
ja isotroopse homogeense materjali puhu
Y =% (Ckr)- (7.13)

Loomulikult voib ka avaldistes (7.11)—(7.13) kasutada Ck asemel teisi defor-
matsioonitensoreid, nende peavaartusi voi invariante.

Asendades erinevate argumentidega deformatsioonienergia funktsioonid avaldi-
sest (7.10) (voi nende modifikatsioonidest (7.11)—(7.13)) avaldisse (7.6) saame
erinevaid materjalimudeleid kirjeldavad olekuvorrandid.
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7.3.1 Naiteid erinevatest materjalimudelitest

Boussinesq’i mudel [1870, 1872]. Deformatsioonienergia > argumendiks on
kas Ck voi Exp. Valemist (7.6) saame niiiid

)N 0
tk‘ldkl = ppoaCKLCKL = 2ppo(90[(LIk7le7Ldkl' (7.14)
Kuna viimane peab kehtima iga dj; puhul, siis
p 0% o« p OX
ty = 2— = — : 7.15
Kl Py aCKLQCk,Kﬂl?z,L 5 9EwL Tk KTl L ( )

Kelvini-Cosserat’ mudel (Kelvin [1863], Cosserat [1896]). Kasutab
Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensoreid. Valemite (7.6) pohjal saadakse
0% , 0%
aEKle,N ja Tk = Yo

Neumanni-Kirchhoffi mudel. Siin valitakse soltumatuteks muutujateks de-
formatsioonigradiendid z x ning lahtutakse Boussinesq’i mudelist (7.15). Aval-
dist

Tk =

(7.16)

oY 0% 0Bk,
Oxpy  OFEkr Oxpm

(7.17)
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teisendades saadakse sellest Neumanni mudelile ([1860]) vastav olekuvorrand

p OX
by = — . 7.18
. Po 8xl,ka7K ( )
Kui tuua sisse tensor Tk, siis saame Kirchhoffi mudeli [1852]
0%
Tk = : 7.19
= ek (7.19)

Need avaldised kehtivad kokkusurutava keskkonna kohta. Kokkusurumatu ma-
terjali puhul voime ilma energia balanssi rikkumata lisada olekuvorrandisse

(7.18) nn. surveliikme, saades Poincaré mudeli [1892] v
19)d
tr = —po . 7.20
Kl POR + 81'17;(%’[{ (7.20)

Hameli (ruumiline) mudel [1912]3. Antud juhul on soltumatuteks muutu-
jateks deformatsioonigradiendid Xy . Koigepealt esitame valemi (7.6) kujul

p 0% D p OX

tu g = — — (Xgp) = —— XK ULk (7.21)
’ Po 8XK,;€ Dt ’ Po (9XK7;€ o
3Ruumiline EK méttes.
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Kuna viimane peab kehtima suvalise v, jaoks, siis
p 0%
=" Xpo. (7.22)
Po aXKJﬁ 7

Murnaghan’i (ruumilised) mudelid [1937]. Esitab ruumilised mudelid lah-
-1

tudes deformatsioonitensoreist C' i1, ¢k, cr ja ep kui soltumatutest muutuja-
test. Tulemused on jéargmised:

" P 82 80[(]\/[
kl = — 1 L.k
PoC ey 0L (7.23)
2 13)> 13)>
t = __pckm =£ (Okm — 2€m)

Po /8Clm N Po aelm‘

Mairkus. Koik eeltoodud mudelid kehtivad ka anisotroopsete kehade puhul kui
eeldada, et X soltub lisaks veel ka baasivektoritest If.
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7.4 Elastse keskkonna olekuvorrandid — Cauchy
meetod

Cauchy meetodi korral eldatakse, et pinge on deformatsiooni funktsioon. Teda
voib kasitleda kui alternatiivi Greeni meetodile. Ta kehtib ideaalselt elastsete
kehade jaoks kuid on laiendatav ka dissipatiivsetele siisteemidele, kus Greeni
meetod ei toota. Seega on Cauchy meetod tildisem kui Greeni meetod. Lopmata
vaikeste deformatsioonide puhul annavad moélemad meetodid sama tulemuse.

Eeldame, et materjal on homogeenne ja anisotroopne ning pingekomponendid
on ithesed funktsioonid deformatsioonigradientidest z,, g, st.

ti = fr(Tmx)- (7.24)

Kuna kéesolevas kursuses vaatleme nn. mittepolaarset juhtu (momentpinge
puudub), siis ty; = t; ja jarelikult ka fi; = fir ning tegu on vaid 6 funkt-
siooniga. Parast invariantsusnouete taitmist saame pingekomponentide jaoks
avaldise

trs = FreXRr,Xss, Frs(C) = 0kmdinCrrCns fri(C) (7.25)
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kus Frs(C) on simmeetriline materiaalne tensor(funktsioon), mille komponen-
did avalduvad LK-s ja mida nim méjufunktsiooniks *.

Tensori Cr, asemel voib ka siin kasutada peavaartusi C;, Cy, C3 vOi invariante
I, I, Ile. Seega voib mojufunktsioon omada naiteks kuju

Frs = Frs(Ic, 11, 1110). (7.26)

Kokkusurumatu materjali puhul asendadakse ¢, summaga t,s + p d,s (kus p on
hiidrostaatiline surve ning valem (7.25) saab kuju

brs = =P 57“5 + FRSXR,TXS,S' (727)

Kuna antud juhul Il =1, siis saame timber defineerida ka mojufunktsiooni
(7.26)
Frs = Frs(1e, 1e). (7.28)

Kui materjal on anisotroopne, siis lisandub veel argument Iy, kui aga mitteho-
mogeene, siis X.

Analoogiliselt Greeni meetodile saab anda olekuvorrandile (7.25) alternatiivseid
kujusid kui kasutada teisi deformatsioonitensoreid c, E, e .. ..

41.k. response function
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7.5 Isotroopse ideaalselt elastse tahke keha
olekuvorrandid

7.5.1 Greeni meetod

Rakendame Greeni meetodit ning eeldame, et isotroopne ideaalselt elastne keha
omab deformatsioonienergiat ehk elastse pinge potentsiaali kujul

2 = 2(X, LI 11I), (7.29)

kus I, IL, ITT on invariandid iithest deformatsioonitensorist C, ¢, E jne. Liahtume
Murnaghan’i mudelist (7.23), —

2p o
ty = Lo, 92 7.30
. Po o aClm ( )
Osatuletis
0% _ 0% 91 | 9% oI 0% oIl 7.31)
aCZm a ol 8clm o1l é)clm OI11 8Clm. .
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Kasutadades invariantide 1., II.. ja III. (tegelikult determinantide) arvutusvale-
meid, saame avaldada osatuletised invariantidest kujul

o1, o1l Ol11I.
= Olm, = Icéml — Cml,

= ConCnl — Loy +11.0,. (7.32
Ocim Begy ~ CrmCnl ~ et bt (7:32)

aCZm

Kuna p/p, = 1/j = /111, siis tahistades

3 0%
CL()(X, Ic; IIC, IIIC) = -2 (IIIC) aI—IIC,
()Y )
a1 (X, 1, 11, T11,) = —2\/TIL, (8—Ic n Ical—lc) , (7.33)
0x
X 1, 1L, T11,) = 2y/T11,——
az(X. ) o1l,

ja kasutades valemeid (7.31) ja (7.32) saame anda avaldisele (7.30) kuju

t = aglp; + 16k + A2CkmCmi- (7.34)
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Et saada lahti cg,cp,, titipi liikmetest kasutatakse Cayley-Hamiltoni teoreemi
maatriksi [cy] jaoks® ning elimineerime selle abil cgy,cpy valemis (7.34). Tule-
musena saame pinge-deformatsiooni seose, mis on tuntud kui Fingeri [189/]
olekuvorrand —

tr = bfl_Clk;l + bodp; + bicy, (735)
kus o5 T
b =2(I1L)* o,
o 19)Y
= =2yl (I, —— + IIl,.——— |, 7.36
bo ( oL 8IIIC) (7.36)
>
by = —2\/111021.

Kokkusurumatu materjali puhul I1I. = 1 ja lisandub hiidrostaatiline surve p —

Cll — 2—Ckl- (737)

f = Sy + 2
k= POk ol oI,

Viimane on tuntud kui Ariano [1939] ja Rivlini [1948] olekuvorrand.

SMaatriks [cg;] rahuldab karakteristlikku vorrandit cimCmnCni — leCmCmi + ecp — Mgy = 0
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Loomulikus olekus on keskkond pinge- ja deformatsioonivaba. Pannes tingimuse
tr; = 0 olekuvorrandisse (7.35), saame téiendava tingimuse deformatsiooniener-

gia funktsioonile > — i
0% ) )
(all) e (aHl) - (aml) =0 (7.38)
c/0 c/0 c/0
Vorrandi (7.35) saab esitada ka 14bi peapikenemiste ja peapingete:
to = b1 A2 + by + b1A,° (7.39)

On loomulik eeldada, et

to > tp alati kui A\, > As. (7.40)
Avaldades valemites (7.36) invariandid peapikenemiste )\, kaudu, saame vorra-
tusest (7.40) (kasutades (7.39)) lisatingimused olekuvorranditele 1
()Y >
+ A2 >0 (7.41)

81_01 0‘811_61 -

Samad tingimused (7.41) kehtivad ka kokkusurumatu materjali jaoks.
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7.5.2 Cauchy meetod

Lahtudes paragrahvis 7.4 toodud mudelist on voimalik jouda olekuvorrandini

-1 -1 -1

tkl = 900kl + 91 C k1 + G2 C km C i (7.42)

kus g, soltuvad vaid deformatsioonitensori invariantidest. Rakendades viimasele
avaldisele Cayley-Hamiltoni teoreemi saame olekuvorrandi T

-1
ti = h_1 ¢+ hodi + hicu, (7.43)
kus
h_1 = g1 + 921_01’ h() = go — 9211—01, hl = QQIII—C1 (744)

ja mis on kujult sama, mis Greeni mudelile vastav olekuvorrand (7.35). Gree-
ni meetodi elastsuskonstandid b, avaldusid labi potentsiaali >. Konstantide h,,
seos selle potentsiaaliga vajab selgitamist. Nimelt, saab naidata, et kui h, ra-

huldavad tingimusi v
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051_1 B _HCSI—}E’
b + t 881}111 aé?}llf i IIIIIC 8;11’ (7.45)
% — 111 g?ﬂl = h_y +1I, %};Il + 111, gﬁc

siis leidub deformatsioonienergia funktsioon 3 nii, et Greeni meetodil saadud
olekuvorrandid (7.35) thtivad Cauchy meetodil saadud vorranditega (7.43).
Seega toepoolest on Cauchy meetod tldisem.

7.6 Isotroopsete ideaalselt elastsete tahkete kehade
olekuvorrandite aproksimatsioonid

Lopmata véaikeste deformatsioonide puhul annab Cauchy meetod 36 elastsus-
konstanti, Greeni meetod aga 21. Nii 21 kui 36 konstanti on liiga palju. Katseli-
selt pole neid voimalik méaarata. Seega on vaja asendada olekuvorrandid teiste,
neist vahe erinevate vorranditega. Selleks on vaja matemaatilisi ja fltisikalisi
lisaeeldusi, mis mudelit lihtsustaksid.



7.6. Isotroopsete ideaalselt elastsete tahkete kehade olekuvorrandite aproksimatsioonid 7-23

Naiteks:

1) Materjali deformatsioonipiirkond enne purunemist on piiratud — osa mater-
jale puruneb juba véiikeste deformatsioonide puhul.

2) Kokkusurumatu materjali mudel — osadel kehadel muutub maht viga véhe.

Poliinomiaalne aproksimatsioon deformatsioondes’

Iga meid huvitav funktsioon on arendatav astmeritta. Olgu potentsiaal (defor-
matsioonienergia) ¥ funktsioon mingist deformatsiooni méodust. Arendame ta
ritta nn. loomuliku oleku suhtes. Olgu naiteks ¥ = X(Eky) voi ¥ = X(ey) ja
arendame nad astmeritta C'x; = 0k VOl ¢y = 0 imbruses. Sailitades litkmed
vaid teatud astmeteni, saame kaks enamlevinud aproksimatsiooni

1
¥ = aplp+s (Ae + 2up) (1) +2upllp+1g (Ig)* +melpllp+npllly ... (7.46)
ja
1
2= ace+ 5 (A + 21c) (1) + 2pedLe + I (1.)° + m LIL, + n I, ... (7.47)

Kasutades E ja e invariantide vahelisi seoseid saab tuletada vastavate konstan-
tide vahelised seosed (mida siin ei esita).

STéapsemalt deldes kasutatakse siin Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorite komponente
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Kelvini-Cosserat’ mudeli (7.16),, s.o.

oY
OFkr

Tkr =

pohjal saame ntiid

Tk = [O&E + )\EIE + (3ZE + me) (IE)2 + (mE + nE) g+ .. } 5KL+

(7.48)
+ [2up — (mp +np)lg+.. | Exr +(nep+...) ExknEyr.
Murnaghan’i ruumilisest mudelist (7.23), s.o.
P [9)Y

ty = — (0 m 2 m )

" Po ( g o )aelm
aga saame

bt = e + O — a) 1, + <3ze b, — A — O;) ()2 + (e + np — 20,) T+

+ ] Okt + [2 (fte — ) — (Me + ne + 20e + 206 — 20) 1o + .. ] e+

+ (—4pte +ne + . . .) Epmemi-
(7.49)
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Nii vorrandis (7.48) kui ka (7.49) on piirdutud deformatsioonikomponentide
ruutudega — korgemat jarku liikmed on hiiljatud.

Loomulikus olekus E = e = 0 ja seega Tk = agdkr ja ty = a.dr, mis esitab
hiidrostaatilist survet p = —agp = —a,.. Kui loomulik olek on pingevaba, siis
agp = a, = 0.

Nn. esimest jarku teooria annab vtl. juhul olekuvorrandid

{ Tk = A\plpdkr + 2up Bk

7.50
tht = AeleOpr + 2pcen (7.50)

See pole aga mitte midagi muud kui ldistatud Hooke’i seadus’ klassikalise
(st. lineaarse) isotroopse elastsusteooria jaoks ja konstandid A ja g on tuntud
kui Lamé konstandid ehk Lamé koefitsendid 8, mille seos Youngi mooduli E,
Poissoni teguri v ning nihkeelastsusmooduliga G on jargmine:

e Vi’; oy hG (7.51)

"Eringeni pohjal on see tuntud ka kui Hooke’i-Cauchy’ seadus.

8Elastsusteoorias on kombeks nimetada valemites (7.48) ja (7.49) esinevaid konstante jirgmiselt o — esimest
jarku elastsuskonstant; A, p — teist jarku elastsuskonstandid; [, m,n — kolmandat jarku elastsuskonstandid.
Jargud on vastavuses avaldistega (7.46) ja (7.47).
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Selle teooria puhul on deformatsioonid nii véikesed, et erinevus E, ja ey vahel
kaob ning e;; asemel vaadeldakse 1opmata vaikeste deformatsioonide tensorit

~ 1
er] = 5 (uk,g + u“{;) . (7.52)

Pannes (7.52) ja (7.50), Cauchy esimesse liikumisseadusse, saame vorrandi

()\e + Me)uk,kl + Hel] Lk +p (fl - UZ) - 07 (753)

mis on tuntud kui Navier’—Lamé vorrand ning mangib tahtsat rolli klassikalises
homogeensete isotroopsete elastsete kehade elastsusteoorias (meenuta elastsus-
teooria aluste kursust, kus analoogilised vorrandid olid esitatud Lamé vorran-
dite nime all).

Kui lisaks Lamé koefitsentidele A ja p on kasutusel ka kolmandat jarku kons-
tandid [, m ja n. siis on tegu nn. viiekonstandilise elastsusteooriaga. Sel juhul on
tegu fiitisikalise mittelineaarsusega, sest pingete ja deformatsioonide vahelised
seosed on loetud mittelineaarseteks.

Kokkusurumatu materjali jaoks kasutatakse tavaliselt Mooney-Rivlini arendust,
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mis on leitud olevat mugavam —
o0 X T S
£=3 X an (Lo—3) (I -3), (7.54)
Tavaliselt kasutatakse siin varianti, mille korral jaavad alles vaid liikmed, kus
r=0,s=1jar=1,s=0, st.,
Y —a (Icl . 3) +8 (Hcl _ 3) , (7.55)
kus a > 0 ja 8 > 0 on tarvilik ja piisav, et X > 0.
Poliinomiaalne aproksimatsioon siirdegradientides
Deformatsioonienergia funktsiooni on voimalik avaldada kui poliinoomi siirdeg-
radientidest Ug 1 voi up; —
X=21+2+ -+ 2N (756)
Kus Y on M astme homogeene polinoom gradientidest Uy ;. Kui loomulik 1
olek on pingevaba, siis > = 0, iilejaanud soltuvad E-st. Teist jarku aproksi-
matsiooni jaoks néiteks X = Yo = AgxrunErrE N, kus materjalikonstandid

AKLMN peavad rahuldama tingimusi AKLMN = ALKMN = AKLNM = AMNKL;
mis tagab, et > > 0.
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7.7 Elastsusteooria pohivorrandite siisteem

Elastsusteooria iilesannete lahendamiseks tuleb koostada vorrandististeem, mil-
lel lahend peab olema tihene. Selleks tuleb kasutada jaavusseadusi, olekuvorran-
deid, geomeetrilisi ja kinemaatilisi seoseid, alg- ja rajatingimusi ning vajadusel
ka pidevustingimusi. Kéesolevas paragrahvis esitame elastsusteooria pohivor-
randite siisteemi? tahkiste jaoks ja jirgmises vaatleme vedelikke. Lihtsuse mot-
tes piirdume ka tahkiste korral Fuleri koordinaatidega.

1. Massi jaavuse seadus.

1
P L = (7.57)

Po ,/HLC{

2. Cauchy I ja II liikumisseadus.

{tkz,z +p(fe —ar) =0,

7.58
Lk = L. ( )

9V6ib belda ka elastsusteooria fundamentaalne vorrandisiisteem. Tihti 6eldakse ka, et tegu on nn. kinnise
vorrandisiisteemiga ( i.k. closed system). Viimase all moistetakse peaasjalikult just seda, et vorrandisiisteem
oleks selline, millel on tihene lahend.
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3. Keskkonna olekuvorrandid (isotroopne keskkond).
a) kokkusurutav — néiteks Fingeri olekuvorrand (7.35)

tr = bfl_Clkl + boOp; + bicy, (7.59)
3 0%
b_q1 =2 (III
( ) 811
ox ox
by = —2y/111. (H 311 + III,. aIH ) (7.60)
by = —2y/I1I. gIZ

b) kokkusurumatu — néiteks Ariano-Rivlini olekuvorrand (7.37)

oY 1 oY
ti = —po 2 -2 : 7.61
ki DOk + T . C Ll BII_Cl Crl ( )
Olekuvorrandid peavad rahuldama lisatingimusi (7.41)
0> 0
+ A2 > 62
ol 1 “OlIl- 1 0 (7.62)
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4. Geomeetrilised ja kinemaatilised seosed.
Deformatsioonitensorid —
-1

Crl — XK,kXL,h Crl = Tk, KL L- (7.63)
Kiirus ja kiirendus —
Duy.  du Duvy, Ov
_ = — 7.64
Uk Dt ot + Up 10y, ag Dt ot + Vg, 10y ( )

5. Algtingimused. Algtingimused kirjeldavad olukorda mahus V alghetkel t =
0 I
l’k(X, O) = L0k, .’iﬁk(X, O) = Vok- (765)
6. Rajatingimused. Kui keha pinnal (keskkonna piiril) S on pinged L)k teada,
siis
tm)k = tiwny = S, pinnal S. (7.66)
Kui on teada pinna S siirdeid, siis

Voimalik on ka nn. segarajatingimuste juht, kus osal rajapinnal on antud siir-
ded, osal pinged.
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7. Pidevus- ehk sobivustingimused. Juhul kui pohimuutujateks on defor-
matsioonid voi pinged, voi kui teoorias esineb olulisi lihtsustusi (naiteks plaatide
ja koorikute teoorias), ldheb vaja veel nn. sobivus- ehk pidevustingimusi.
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7.8 Vedelike diinaamika

7.8.1 Stokesi vedelik ja Newtoni vedelik

Eelmistes alajaotustes vaatlesime elastseid materjale, st. materjale, kus pinge
soltus vaid deformatsioonist. Taoliste materjalide puhul on tahtis teatud defor-
meerumata olek, mida nimetetakse loomulikuks olekuks. Selline kaitumine on
tavaliselt omane tahkistele (tahketele kehadele).

Teise tahtsa materjalide klassi moodustavad vedelikud. Tegelikult on koik vede-
likud kokkusurutavad ja viskoossed. Kuna aga nimetatud omadused varieeruvad
vedelike puhul viga suurtes piirdes, siis on véga tihti voimalik vahemalt iiht
neist hiiljata. Viga suur osa vedelikest on praktiliselt kokkusurumatud. Edas-
pidises piirdumegi vaid kokkusurumatute vedelikega.

Viskoossete vedelike puhul on leitud, et pinged soltuvad deformatsiooni kiiru-
sest. Tapsemalt 6eldes, pingetensor soltub deformatsioonikiiruse tensorist. Sel-
list vedelikku nimetatakse Stokest vedelikuks. Vedelikku, mille korral viskoossed
efektid on hiiljatud, nimetatakse ideaalseks vedelikuks.
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Stokesi vedeliku olekuvorrand on esitatav kujul

tr = —pékl -+ Dtkl(dqs)a Dtk:l(o) = 0. (768)
kus p on hiidrostaatiline surve ja pt; viskoossusest pohjustatud dissipatiivne
pinge. Kui deformatsioonikiirus on null, on null ka vastav dissipatiivne pinge.
Kui kokkusurumatu vedeliku olekuvorrand on esitatud kujul

tr = —pog + 2pudyy, (7.69)
st., pinge pty; ja deformatsioonikiiruse dj; vaheline seos on lineaarne, siis nime-
tatakse teda Newtoni vedelikuks. Viimases nimetatakse kordajat p > 0 wviskoos-
suskoefitsendiks.

7.8.2 Vedelike diinaamika pohivorrandite siisteem

Vedelike diinaamika pohivorrandite siisteem on oma olemuselt analoogiline
elastsusteooria pohivorrandite stisteemiga, koosnedes jaavusseadustest, oleku-
vorrandeist, kinemaatilistest (geomeetrilistest) seostest ning raja- ja algtingi-
mustest.

1. Massi jaavuse seadus:

dp
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2. Cauchy I ja II liikumisseadus:

g + p (fi — ar) = 0,
{ wii +p (fr — ar) (7.71)
th = tig-
3. Olekuvérrandid (kokkusurumatu Stokesi vedelik):
ti = —pou + ptri(dys), ptr(0) =0. (7.72)
Aproksimatsioonid
1) Lineaarne (Newtoni vedelik)
t = —DOg + 2pdyy. (7.73)
2) Ruutpoliinoom
t = —pog + andy + aadgm i, (7.74)
kus kordajad
ay, = ay (g, ly), v=1,2 (7.75)

peavad rahuldama tingimusi

—2a 11, + alll, > 0. (7.76)
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4. Kinemaatilised seosed:

Deformatsioonikiiruse tensor

2d;; = Vg + Uk (777)
kiirus ja kiirendus
DZL’k ka 8vk 1
_ Doy = 2% _ O _ 778
U Dt ag Dr ot + Vg v ( )
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5. Raja- ja algtingimused:

Kui pinge ), on ette antud pinnal S, siis rajatingimused esitatakse kujul
t(n)k; = lipn; = Sk, pinnal S. (779)

Lamb toestas, et vabal vedeliku pinnal voi eri vedelike kontaktpinnal peab pin-
gevektor olema pidev funktsioon. Siit jareldub kiirusvektori pidevus vaadeldaval
pinnal.

Tahke keha ja vedeliku kontaktpinna puhul on vaidlusaluseks kiisimuseks olnud
hoorde arvesse votmine. Klassikalises teoorias hooret ei arvetata, st. kiiruste
erinevus vedeliku ja tahke keha pinnal

Av = 0. (7.80)
Levinuim kompromiss —
Av, =0, Av; = Kty, (7.81)

kus indeksid n ja t tahistavad kiirus- ja pingevektori normaali ja puutujasuuna-
lisi komponente. Koefitsent s soltub termodiinaamilistest muutujatest. Uldiselt
on x vaartus nulli ldhedane, v.a. vaikestel survetel.
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Algtingimustega antakse ette kiiruste vali v kogu vedeliku mahu V ulatuses, st.
v(x,0) = vo(x). (7.82)

Seega maaratlevad alg- ja rajatingimused vedeliku oleku vastavalt alghetkel
ja vaadeldavat mahtu ) tiimbritseval pinnal S. Nad peavad olema sellised, et
vorrandisiisteemi lahend oleks tihene.

Ulaltoodud vorranditele ja seostele voib soltuvalt iilesande iselooomust lisan-
duda naiteks energia jaavuse seadus, Fourier’ soojusjuhtivuse seadus jne., jne.

7.8.3 Navier’-Stokesi vorrandid

Kui asendame pingetensori olekuvorrandist (7.69) Cauchy esimesse litkumissea-
dusesse (litkumishulga tasakaalu seadus)

teg + p(fr —ar) =0
ning arvestame, et deformatsioonikiiruse tensor

2d = (Vi + k),
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siis saame kuulsad Navier’-Stokesi vorrandid kokkusurumatu materjali jaoks —

oy,
(E + vy, m) = pfe =g+ p (kg +org) - (7.83)

Kokkusurumatuse tingimust voib vaadelda kui tiheduse p konstantsust ajas
a” = 0 ja ruumis V - p = p = 0. Seega, lokaalse massi jaavuse seaduse pohjal

0

8—p + (pvr) 1, = Pk Uk + POk = pUp i = 0.
L T

=0 -

Seega on vedeliku kokkusurumatuse tingimus valjendatav kujul
V-v= Vkk = 0. (784)

Teisisonu, kokkusurumatu vedeliku puhul on kiiruse divergents null. Vedelike
korral on tingimust (7.84) mugav kasutada, sest nende kaitumise uurimisel ongi
peatahelepanu pooratud kiirusele v.

Arvestades kokkusurumatuse tingimust (7.84) on vorrandi (7.83) p.p. viimane
liige v 31 = (vi1) & = 0 ja Navier’-Stokesi vorrandid (7.83) saavad kuju

ovy,
(at -+ Vg m) = pfk — Dk T 1O 1 (785)
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Viimased vorrandid voib esitada ka nn. vektorkujul:
pv = pf — Vp + uViv. (7.86)

Kui kasutada nn. klassikalist DRK téhistust (koordinaadid z,y, z, massijoud
f = (fs, fy, f>), ja kilrus v = (v,, vy, v,)) siis saavad Navier’-Stokesi vorrandid
(7.85) kuju

(81)3; + v, N v, > —pf - 8p 82% N 0%, N 0%v,

P Way "% ez ) TP by 8z2 | ay? | 022
v, v, vy 0vy> 8]9 821Jy O*v, 0%,
p( +w +y0 —H)Z@ Ply = (9x2+8y2+822 ’
<8UZ _|_ ., ov,, L 01}) — of, - 0%v, N v, N 0%,

awr Voy o) TP Hloz2 T a2 T 922
(7.87)
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7.9 Elastsuskonstantide eksperimentaalne maaramine

7.9.1 Sissejuhatus

Klassikalises elastsusteoorias vaadeldakse homogeenseid isotroopseid lineaarselt
elastseid kehasid ja kasutatakse kahte materjalikonstanti — nn. Lamé konstan-
til — X, ja p. ning olekuvérrandina iildistatud Hooke'i seadust

tir = AeCommOrl + Q/Legkl. (7.88)

Nende konstantide maaramine on suhteliselt lihtne. On vaja sooritada vaid kaks
eksperimenti — tomme ja nihe. Mittelineaarse teooria olekuvorrandid homo-
geensele isotroopsele materjalile omavad aga tunduvalt keerukamat kuju. Kok-
kusurutava materjali puhul naiteks

.
ti = b_1Cr + bodw + bic,

kus konstandid b, soltuvad deformatsiooonitensori invariantidest I, II ja III.
Elastsuskonstantide maaramine on siin tunduvalt keerulisem, sest keskkonna
mittelineaarsuse tottu ei saa kasutada superpositsiooni printsiipi. Koefitsendid

0V5ib loomulikult kasutada ka tugevusopetusest rohkem tuntud kahte konstanti — Youngi moodulit E ja
nihkeelastsuskonstanti G.
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b, piititakse méaarata labi potentsiaali Y. See lihtsustab kiill asja, kuid kokkusu-
rutavate materjalide puhul on praktiliste tulemuste saamine, vahemalt Eringeni
andmeil, iilimalt keeruline. Alljargnevalt vaatleme kokkusurumatuid materjale,
mille olekuvorrandid avalduvad kujul.

82_1 - 287261431, (789)

ty = —pd 2——
kl POy + Bl C ki A1l

kus invariandid vastavad deformatsioonitensorile Elkl, Y =X(LII) ja III = 1.
Kuna deformeerumata olekus I = II = 3, siis on leitud, et potentsiaali > voib
esitada jargmise rea kujul

> — fz (1= 3)" (11 - 3" (7.90)

kus «,,, on konstandid ja agy = 0. Kuna vaikeste deformatsioonide puhul on
suurused [ — 3 ja II — 3 vaikesed, siis piirdutakse reaga

Y= Oélo(I - 3) + 0401(11 — 3) (791)

Kummilaadsete materjalide puhul kasutatakse potentsiaali
S = (I — 3). (7.92)
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Selliseid materjale voiks eesti keeles nimetada (inglise keele eeskujul) wus-
Hooke’i materjalideks voi neo-Hooke’i materjalideks't. Kui (7.92) ei rahulda
siis kasutatakse ka potentsiaali

Y = (I —3) + f(IT - 3), (7.93)

kus f soltub vaid argumendist II.

Jargnevalt esitatakse tlevaade moningatest eksperimentidest, mis algselt on
teostatud Rivlini ja Sandersi poolt. Nimetatud teadlased korraldasid terve rea
eksperimente , kummist lehega”, kus tekitati selliseid homogeenseid deformat-
sioone, kus iiks invariantidest I voi II omas fikseeritud vadrtust. Eksperimen-
tideseeria tulemusena saadi olekuparameetrite %—? ja % ning invariantide I ja
IT vahelised soltuvused. Nii suurte kui véikeste deformatsioonide puhul ilm-
nes eksperimentaalseid ebatapsusi, naiteks kui invariandid I ja II olid viiest
vaiksemad, muutusid tulemused vaga tundlikuks eksperimendi vigade suhtes.

Olekuvorrandis (7.89) esinev tundmatu rohk p méérati rajatingimustest.

T, k. neo-Hookean materials. Materjale, mille korral materjali kditumine on kirjeldatav Hooke’i seaduse abil
nimetatakse inglise keeles Hookean materials.
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7.9.2 Puhas homogeenne deformatsioon (kokkusurumatu
lehe iihtlane laienemine)

dukujulist ohukest kummist lehte tommatakse
risti kiilgedega. Pikenemiskoefitsentide A; ja
Ao arvutamiseks tuleb moota lehele joonista-

Katse skeem on kujutatud joonisel 7.1. Ruu- X&X

tud ruutude kiilgede pikkused deformeerunud gm ggé
olekus. Ruudu kiilgede pikkusiihiku kohta mo- 4 i

mojuvad joud.

Lahtume puhtale homogeensele deformatsioo-
t12 =X

juvad joud t; ja t, saadakse mootes vedrudes }

L*]

nile vastavatest olekuvorrandites

o 2 9% Joonis 7.1: Puhta homogeense defor-
the = —p+ 2/\27 — 5 A (7_94) matsiooni eksperiment — «kummist
ol >‘k o1l lehe» iihtlane tomme ristuvates suun-

dades.

2yt. A. Salupere, Elastsusteooria (tehnilise fiiiisika erialale) loengukonspekt.
http://cens.ioc.ee/~salupere/lk /elastsus_ 2.pdf
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Kuna pindadel z = £ H/2 (kus H on lehe pak-
sus) t33 = 0, siis saame viimasest avaldisest ellimineerida p —

=2l 5ig) ().

AN\ ol ol
1 ) o 7.95)
— 9 2 - i 2_) ( .
2 (AQ A%A%) (81 A5

tsg =1t =0, k#I

Kokkusurumatuse tottu A AaA3 = 1. Seega invariandid

1 1
A3, II=MAN =1 (7.96)

M=+ 4
JVAISY

I=MN+ X+ .,
1 2 )\%)\%

Lehe serva pikkusiihiku kohta mojuvad joud t; ja to avalduvad jargmiselt

H H
t = tll)\_a tg = tgg)\—, (797)
1 2

kus nii serva pikkus kui lehe paksus H on mooddetud deformeerumata olekus.
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Avaldistest (7.95) ja (7.97) saame avaldada osatuletised ‘92 ja m soltuvana
joududest t; ja to:
oY 1 [ Nm/H)  N(t/H)
Ol 20\ —A3) [ M = AT2A5% A3 — A%\
- - (7.98)
0% _ 1 Mt/H)  Xa(te/H)
Il 2(A3 —AD) [ A2 — A2 A3 — A2\

Mootes niitid ¢ ja to etteantud Ay ja A9 puhul, saab leida vastavad ‘91 ja %

vaartused. Avaldiste (7.96) kaudu Saame omakorda vastavad I ja II vaartused

ning meil on voimalik esitada 2 aI ja 92 kui invariantide I ja II funktsioone.

aH
Eksperimendi kaigus muudeti Ay ja Ay vaartusi nii, et emb-kumb, kas I voi II
oli jaav. Avaldise (7.96) pohjal

1
)\525{(1—)\% :I:\/(I—)\%)2—4)\1_2}, [ = const.

- 2 : (7.99)
%= o (- A72) )4 /(IT= A7) — 422}, 11 = const.

Seega pole pikenemiskoefitsente A\; ja Ao voimalik suvaliselt ette anda — fiksee-
ritud I ja II puhul on tegu suletud kdveratega Ay — Ao tasandil (vt. joonis 7.2).
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Punktiirjooned esitavad koveraid Ay = 30
A7 (t2=0) ja Ay = Ay (t = 0), mis 25
vastavad tombele servade sihis. '
Tehtud eksperimendid néitasid, et 20
e 93/01 on konstantne piirkonnas , | .
5<I<12jab <1l < 30 ning
0% /011 on vaid II funktsioon; 10
e suhe (0X/0I1)/(0¥/01) ~ 1/8
invariandi II vaikeste vaartuste 05
jaoks ning kahanes kiiresti suu-
remate puhul; % 05 10 15 20 25 30

e avaldist (7.93) voib kasutada si-
seenergia . ja invariantide vahe-
lise soltuvuse aproksimeerimiseks
(moistlikes piires).

Joonis 7.2: Pikenemiskoefitsentide A; ja Ay va-
heline soltuvus invariantide 1 ja II erinevate
vaartuste puhul.



7.9. FElastsuskonstantide eksperimentaalne mddramine 747

7.9.3 Puhas nihe

Puhas nihe!® on selline homogeenne deformatsioon, mille puhul iiks pikene-
miskoefitsentidest, néiteks Ao, hoitakse konstantne ja teisi kahte muudetakse.
Valemite (7.95), ja (7.97) pohjal

t, =2H (Al - @) (%—? + A%%) . (7.100)
Hoides niitid Ay = const. ja mootes t; erinevate Ay puhul saame joonistada suu-
ruse 0% /01 + \30% /011 soltuvana teisest invariandist II. Kuna suurusel 93 /01
leiti olema konstantne vadrtus 5 < I < 12 ja 5 < II < 30 puhul, siis saa-
me esitada ka 9% /011 ja II vahelise soltuvuse. Joonis 7.3 kirjeldab vaadeldavat
eksperimenti. Kitsas chuke kummiriba on kinnitatud klambrite C ja C5 vahe-
le. Kui rakendada risti klambritega joud ¢; (moodetunan pikkusithiku kohta)
siis tekib joonisel kujutatud deformatsioon. Riba keskosa deformatsioon on ap-
roksimeeritav puhta nihke kaudu. Joonisel 7.4 esitab kover A katsetulemusi

Ay =1 jaoks ja kover B Ay = 0,776 jaoks. Eelmisena vaadeldud eksperimendis e
tuvastati, et (03/011)/(0%/0Il) = 1/8 kui II = 5. Ay = 1 puhul saab niiid

131, k. Pure shear
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241
% 23
C, % '
VoLl g 8 Ll L L L L Ll bl ok L L L L kd f’ 2.2
A B Q=
“no21
f .
L L LLLLLLLLLLLLLLLL
Cz 1.9 . L 1 1
30 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0
Y 1I

Joonis 7.3: Puhta nihke eksperi-  Joonis 7.4: Suurus 93/01 + A\30% /011 soltuvana invarian-
ment. dist II. Kover A vastab puhtale nihkele (A = 1) ja kover
B nihkele koos tombega (A2 = 0, 776).

jooniselt 7.4 madrata suuruse 0% /01 + 03 /011 vadrtuse (A2 = 1 !). Edasi saab
leida, et IT = 5 puhul 9%/91 = 1,84 kg/cm? ja 9% /011 = 0,23 kg/cm?. Eelmise
eksperimendi pohjal eeldatakse, et 9¥/01 = 1,84 kg/cm? = const. ja 9% /011
soltub vaid invariandist II. Seega saab méadrata 93 /011 védédrtused suvalise 11
vaartuse jaoks. Kover B joonisel 7.4 esitab eksperimendi tulemusi Ay = 0,776
jaoks. Need tulemused lahevad hasti kokku tulemustega, mis saadakse avaldi-
sest 0¥ /01+0, 776203 /011, kui suurused 9% /91 ja 0% /011 votta eksperimendist,
kus )\2 = 1.
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7.9.4 Tomme

Tombe!* puhul 9y = t33 = 0. Seega vottes avaldises (7.95), ts2 = 0 saame
A=A PR N L Avaldis (7.95), ja invariandid saavad niiid kuju

ti :2(%—%) (%—?+§%), I:)\2+§, H:2>\+%. (7.101)
Katsekehaks on siin iihtlase ristloikega «kummikangy». Rakendatav pikijoud
N = Aty1 /X (A — ristloike algpindala). Seega mootes jou NV iga A jaoks saame
arvutada 0% /0l + 1/\ - 0¥ /0I1L. Tulemused on esitatud joonisel 7.5 (NB! hori-
sontaalteljel on 1/)). Kui kasutati eelmistes eksperimentides saadud suuruste
0% /01 ja 0% /011 vaartusi, siis leiti, et avaldise 0% /91 + 1/X - 9% /011 védirtus

iihtis vaga hésti eksperimendi tulemustega.

Joonisel 7.6 on esitatud tombejoud jagatuna algpindalaga soltuvana pikenemis-
koefitsendist A.

M. k. Simple extention

7.9. Elastsuskonstantide eksperimentaalne mdadramine 7-50
n °
N/4 3
o~ 251 28
£ s
R 3 2t
=< 23f ° £
Q= £ 20
R o gN
+ 21t g%
Q= R g = 12F
E o
19} 58 8
- g% 4
1.7 TR S S—— P R SR é 0 1 1 J b i
0.2 0.4 0.6 0.8 10 - 0 200 400 600
I/A Percentage elongation A’ 100%

Joonis 7.5: Suuruste 1/A ja 0X/0l + 1/X - Joonis 7.6: Tombejou soltuvus pikenemiskoe-
0% /011 vaheline soltuvus. fitsendist
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7.9.5 TUhtlane kahedimensionaalne témme
Téahistame
M=X=2) A=1/A2=), ehk > =1/\. (7.102)
P Tabel 1
_ 0% /011
A=1/N]| 11 \ —82//61
0,5 425] 0,16
0,6 3,690 | 0,26
0,7 3,35 | 0,33
0,8 3,14 | 0,39
3 9,67 | 0,12
5 25.4 | 0,06
7 49,3 | 0,04
9 81,2 | 0,03
11 121 | 0,035

Joonis 7.7: Uhtlane kahedimensionaalne témme

Joonisel 7.7 kujutatud katse puhul puhutakse servadest kinnitatud kummikile
alla ohku ja saavutatakse meid huvitav deformatsioon vaadeldava katsekeha
keskosas. Tabelis 1 on esitatud 0%/0Il ja II vaheline soltuvus, eeldades, et

7.9. Elastsuskonstantide eksperimentaalne mdadramine

2

al

o v g

o

(=}

N
BF-————————

= —= (kg/cm

Aol g/

o e e e N
> o0 0 O

3 1%
[=]
[e)]
Pk

X

Joonis 7.8: Uhtlane kahedimensionaalne tomme —
suurusted /0l + 1/X - 03 /011 ja 1/)X vaheline soltu-

vus.

4.0

30

pa
4H(dZ/d1)
[N
=}

101

T from table 61.1

Joonis 7.9: Uhtlane kahedimensio-
naalne tomme — suuruste p ja A va-
heline soltuvus.

0% /01 = const. Joonis 7.8 esitab suuruste 0% /0l +1/X 0% /011 ja 1/X vahelist
soltuvust (NB! kohal 1/ =1 toimub skaala muutus).
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Rohk p keras ja tomme T pikkusiithiku kohta deformeeritud kiles (punktis P)

on seotud valemiga

2T
p="", (7.103)
T

kus r on koverusraadius punktis P. Kuna deformeeritud olekus on kile paksus
H /)%, siis saame valemitest (7.95), (7.102) ja (7.103), et
0%

- 27
o an)' (7.104)

2Hty; 4H 1 )
== )l

p r\2 7

Joonise 7.8 ja tabeli 1 koostamisel ongi kasutatud valemit (7.104), st. moode-
takse p ja r iga A jaoks ning leitakse suurus 0% /01 + 1/)\ - 9% /0I1. Joonis 7.9
esitab rohu p ja pikenemise A vahelisi seoseid erinevate I' = (0% /011) /(9% /01)

vaartuste jaoks (a — sfadrilise «ohupalli» algraadius.)

Naiide. Ohupalli tdispuhumisel on kodige suuremat rohku tarvis algul. Kui palli
diameeter on saavutanud teatud vaartuse, siis palli suurendamiseks vajalik surve
viaheneb (vordle joonis 7.9).
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7.10 TUldistatud Hooke’i seadus®®

Klassikalises (ehk lineaarses) elastsusteoorias (k.a. elementaarteooria) kehtib
tldistatud Hooke’i seadus: deformatsioonitensori komponendid on lineaarsed
funktsioonid pingetensori komponentidest. Koige iildisemal juhul saab vasta-
vad seosed esitada jargmisel kujul:

€r = D110y + Diooy + D130, + D1aTyy + D157y + Di6Tos
€y = D910y + Dogoy + Dazo. + DoyTyy + DosTy. + DogToy
€. = D310, + D3y0y + D330, + D3yTpy + D357y + D36Tey
Yoy = D10y + Dysoy + Dyzo, + DugTyy + DysTy. + DiagTen
Vyz = D510, + Dsaoy + Dszo, + DsyTyy + DssTy. + DseToy
Vew = D610, + Deaoy + De30, + DeyTry + DesTyz + De6To

(7.105)

Viimased avaldised sisaldavad 36 elastsuskonstanti — seda on palju!

B Kiesolev paragrahv on périt minu loengukursuse ,,Elastsusteooria alused” kolmandast peatiikist ning pole
pandud kirja tensorkirjaviisis, vt. http://cens.ioc.ee/~salupere/loko.html
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Kui eeldada, et keha on ideaalselt elastne (st. peale koormuse korvaldamist
taastub algne kuju), homogeenne ja isotroopne, siis jaab jarele vaid kaks sol-
tumatut elastsuskonstanti (Youngi moodul F ja Poissoni koefitsent v), mis on
madaratavad vaga lihtsate eksperimentide abil.
e Tomme-surve (z-telje sihis).
— Flastsuskonstant ehk Youngi moodul E: ¢, = 0,/FE
— Poissoni koefitsent (Poissoni tegur) v: ¢, = —ve,
e Nihe (zy tasandis).
— Nihkeelastsusmoodul G: v, = 74, /G, kus

E
G = o) (7.106)

Kuna nihkeelastsusmoodul G on avaldatav F ja v kaudu, siis ei saa
teda pidada iseseisvaks elastsuskonstandiks.

7.10. Uldistatud Hooke’i seadus 7-56

Uldistatud Hooke’i seaduse tuletamiseks vaatleme lopmata véikest isotroopset
risttahukat, milles mojuvad vaid normaalpinged o, 0,, 0. Pinge o, > 0 pohjus-
tab pikenemist x-telje sihis ja liithenemist y- ja z-telje sihis. Analoogiline toime
on normaalpingetel o, > 0 ja o, > 0. Seega on summaarne suhteline pikenemine
x-telje sihis ehk normaaldeformatsioon

g, =——v—=—v—=—[o,—v(o,+0,)]. (7.107)

Nihkepingete ja nihkedeformatsioonide vahelised seosed on maaratud Hooke’i
seadusega iga koordinaattasandi jaoks soltumatult, s.t., 7, pohjustab vaid nihet
Yay, jne. (vrd. normaaldeformatsioonidega).

Kokku saame kuus vorrandit, mis esitavad uldistatud Hooke’t seadust isotroopse
ideaalselt elastse keha jaoks:

1 1
Ex = E [Ux - V(Uy + ‘72)] ) Yoy = aszﬁ
1 1
&= 5 loy —v(o.+0,)], Vyr = ETyz, (7.108)
Lo, —vlo, + ) :
€= 710, —V|Og ) zx — ~lzz-
zlo oy + oy o o’
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Paljudes opikutes!® esitatakse valemitega (7.105) analoogilised pingete ja de-
formatsioonide vahelised seosed natuke teisel kujul. Esiteks tuuakse sisse tahis-
tused

O =0,, 0O2=0y, 03=0, 04=Ty, O05=Tu, 0= Ty (7.109)
ja
€1 =€y E2=6€y, E3=Ey E4=2Yy, E5=2Y. E6=2Vy (7.110)

Seejarel esitatakse pinge soltuvana deformatsioonist kujul

o1 Ci Cip Ci3 Cuy Ci5 Cig| &1
09 Cor Cop Cys Coy Cos O |2
o3| _ |Cs1 O Csy Oy Cys Csg| |e3 (7.111)
04 Cy Cp Cy3 Cyy Cys Cus| &4 .
o5 Cs1 Csz Cs3 Csy Css Csel| e

06 C’61 CV62 C’63 C164 C165 CV66 €6

16Vt. niiteks J. N. Reddy, Theory and Analysis of Elastic Plates, Philadelphia, Taylor & Francis, 1999
(esimene triikk), 2007 (teine triikk).
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ja deformatsioon soltuvana pingest kujul

€1 S Sz Sz S S5 Sie| |01
€9 So1 Sz2 Sa3 Sau S5 S| |02
€3] _ [S31 S32 Ssz Szu Sy Ozs| (03 (7.112)
€4 Su Siz Saz Saa Sas Sae| 04| '
€5 Ss1 Sk S5z Ssa Sss Sse| |05

€6 561 362 S63 S64 565 366 06

Elastsuskoefitsentidest moodustatud maatriksit [C;;] nimetatakse jdikusmaat-
riksiks'’. Maatriksit [S;;] = [Cj;]~! voib eesti keeles seega nimetada pédrdjdi-
kusmaatriksiks'® voi paindlikkusmaatriksiks voi vetruvusmaatriksiks.

171, k. stiffness matriz
18], k. compliance matriz. Tehnikasonastikus on ingliskeelse séna compliance eestikeelseks vasteks pakutud ka
vetruvus.
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Kasutades niitid tahistusi (7.109) ja (7.110) saavad valemid (7.108) kuju

1 v v .
1 | F TEE 000 =
1 _v 1 _v 1
- 5 1E 0 0 O oy
€4 0 0 0 &5 0 0] (o4
° 0 0 0 0 Lo |7
€6 06
[0 0 0 00 &
7.10. Uldistatud Hooke’i seadus 7- 60
7.10.1 Hooke’i seadus ruumdeformatsiooni jaoks
Vastavalt tildistatud Hooke’i seadusele (7.108)
1—-2
gz +eyte, = (V)(ax—kay—l—oz) (7.114)
- 7 = E
i =17
Seega
(1 —2v)I{
0=-—"—"—. 7.115
= (7.115)

Suurust § = ¢, + ¢, + €. nimetatakse ruumdeformatsiooniks (vt. ka (77)) ja ta
on iihtlasi ka deformatsioonitensori esimene invariant. Tuues sisse ruumpaisu-
mismooduli K ja keskmise pinge oy,

E oy +oy+o, I{

K=_—_"- — =1 7.116
3120y " 3 3’ (7.116)

saame lineaarse seose keskmise pinge ja ruumdeformatsiooni vahel kujul
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7.10.2 Pingete avaldamine deformatsioonide kaudu

Liidame avaldise (7.108), paremale poolele ja lahutame avaldise (7.108); pare-

mast poolest suuruse %Vax:

1 1
=5 oy +vo, —vo, —v(oy +0.)] = z (14 v)o, —vI]]. (7.118)
Avaldades (7.115)-st invariandi I{ = E0/(1 — 2v), saame
(1+v)o, V0 Evo Fe,
c E A—m) " “=aioa-m) T11s 9
Tuues sisse Lamé koefitsiendid"
Ev E
A= =— =G 7.120
A+rv)1—20) HMT2040) " (7.120)
saame valemist (7.119), o, = A0 + 2pue,.
19 Alternatiivne lineaarse teooria elastsuskonstantide paar.
7.10. Uldistatud Hooke’i seadus 7- 62

Leides analoogilised avaldised o, ja 0. jaoks ning avaldades seostest (7.108)
nihkepinged, olemegi saanud Hooke’i seaduse alternatiivse kuju

0p = A0+ 2pe,, Tey = K2y,
Uy = )\0 + 2/,L€y, Tyz — ,U'sz; (7121)
0, = A + 2ue., Tow = MUYVsz-

Kasutades viimaseid valemeid leiame seose pingetensori ja deformatsiooniten-
sori esimese invariandi vahel

op+oy+o, =30 +2u(e, +¢e,+¢.), kust I7 =BA+2p). (7.122)
=J¢ 0

Kui tahistada keskmist normaaldeformatsiooni
Erteyter Q
3 3’

siis saame seose keskmise pinge ja keskmise normaaldeformatsiooni vahel

€0 (7.123)

op = (3)\ + 2#)50. (7124)
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7.10.3 Anisotroopsed kehad

Eelmistes alajaotustes vaatlesime isotroopseid materjale ning seal oli pingete
ja deformatsioonide vaheliste seoste kirjeldamiseks vaja vaid kahte soltumatut
elastsuskoefitsenti. Anisotroopse keha puhul on elastsuskonstantide arv loomu-
likult suurem. Kuna anisotroopseid materjale on mitut liiki, siis tuleb vajalik
elastsuskonstantide arv maérata iga liigi jaoks eraldi.

Ortotroopsed materjalid, néiteks vineer, on iiks sagedamini esinevaid anisot-
roopse materjali liike. Sellisest materjalist kehade jaoks on voimalik méarata 3
omavahel ristuvat telge (peasuunada), mille sihis rakendatud normaalpinged ei
pohjusta telgedevaheliste nurkade muutumist. Ortotroopse materjali elastsed
omadused ei muutu telgede pooramisel 180° vorra, kuid muutuvad iga teistsu-
guse poorde korral. Ortotroopse materjali iseloomustamiseks on vaja iiheksat
elastsuskonstanti. Valemid (7.112) saavad selliste materjalide korral kuju

7.10. Uldistatud Hooke’i seadus 7- 64
_51_ _511 Si2 Sz 0 0 0 ] _01_
€9 Sig Sy S3 0 0 0 09
€3 Sz Sz S33 0 0 0 o3
= 12
€4 0 0 0 544 0 0 04 ’ (7 5)
€5 0 0 0 0 555 0 Oy
_86_ i 0 0 0 0 0 566_ _0'6_
kus
1 1 1
Sip=—, Spy=-—, OSp=-—
11 Ela 22 E27 33 Eg’
V12 V13 23
Spp = ——2, Spy=——2 Gy =2
12 B, OB B 0B 7’ (7.126)
1 1 1
Ss5=——, Su=—— Sg=——
55 023 ) 44 G13 ) 66 G12

Konstandid Ey, Es, Es, 119, 113, V93, G12, G13 ja Gag on vastavalt Youngi moo-
dulid, Poissoni tegurid ja nihkeelastsusmoodulid koordinaattelgedega maaratud
sihtides?.

20Tihti on koordanaatteljed valitud peasuundadega 1,2, 3 méiratud sihtides. Vt. lisaks J. N. Reddy, Theory
and Analysis of Elastic Plates, Philadelphia, Taylor & Francis, 1999 (esimene tritkk), 2007 (teine triikk). §1.4.6




